
(curso para repitentes de 1er. año)

MA 12B CALCULO I
(Curso Semestral - 20 U.D.)

DISTRIBUCION HORARIA:

4.5 hrs. clases/semana
1.5 hrs. de ejercicios semanales
4.0 hrs. de trabajo personal

REQUISITOS:

OBJETIVOS:

Este curso está diseñado para alumnos con conocimientos básicos de cálculo y su
objetivo es el de estudiar los elementos del cálculo diferencial e integral de funciones
numéricas de una variable real.

PROGRAMA:

1.- Introducción. (5,0 hrs.)
Estudio de sucesiones: convergencia, puntos de acumulación, ĺımite y Teoremas
clásicos.

2.- Funciones Continuas (9,0 hrs.)

i) Definición de función continua mediante sucesiones. Ejemplos.
ii) Continuidad de la suma, del producto, del cuociente y de la composición de dos

funciones continuas.
iii) Continuidad de una función polinomial, continuidad de la función exponencial.
iv) Funciones hiperbólicas.
v) Funciones trigonométricas. propiedades elementales de las funciones trigonométri-

cas.
vi) Teorema del valor intermedio: Si I es un intervalo en IR y si f : I → IR es una

función continua, entonces f(I) es un intervalo en IR.
vii) El rango de la función exponencial es IR+. Existencia de una solución real de una

ecuación cúbica. Teorema del punto fijo: f : [0, 1] → [0, 1] es una función continua,
entonces existe c ∈ [0, 1] tal que f(c) = c.
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viii) Teorema: si f : D → IR es una función continua y si c ∈ D es un punto de
acumulación de una sucesión (xk) en D, entonces f(c) es un punto de acumulación
de la sucesión (f(xk)).

ix) Teorema: Si f : [a, b] → IR es una función continua, entonces f([a, b]) es un intervalo
acotado en IR.

x) Teorema: Si f : [a, b] → IR es continua entonces f tiene un máximo y un mı́nimo en
el intervalo [a, b], esto equivale a decir que f [a, b] es un intervalo cerrado y acotado
en IR.

xi) Teorema: Si I es un intervalo en IR y si f : I → IR es una función continua inyectiva
entonces:
a) f es monótona.
b) f−1: rango (f) → IR es continua y monótona.

xii) La función `n : IR+ → IR es continua y monótona. Inversas de las funciones
trigonométricas.

xiii) definición de la función f(x) = ax, con a > 0, mediante la fórmula ax = exp(x ·`na).
Es una función continua creciente. Estudio de f−1 : IR+ → IR, obtención de la
fórmula f−1(y) = (`na)−1`n(y). la función f se denota usualmente por expa y la
función f−1 por loga.

xiv) estudio de la función f(x) = xb, con b ∈ IR.
xv) Caracterización de la continuidad sin uso de sucesiones:f : D → IR es continua en

c ∈ D si y solo si para todo intervalo de la forma [f(c) − ε, f(c) + ε] (con ε > 0),
existe un intervalo de la forma [c− δ, c+ δ] (con δ > 0) tal que f([c− δ, c+ δ]∩D) ⊂
[f(c) − ε, f(c) + ε] o dicho en otras palabras, si y solo si para todo ε > 0 existe un
δ > 0 tal que x ∈ D, |c− x| ≤ ε ⇒ |f(c)− f(x)| ≤ ε.

3.- Ĺımite de Funciones. (5,0 hrs.)

i) Definición de punto interior y punto adherente de una parte de IR. Caracterización
de punto adherente mediante sucesiones.

ii) Definición de conjunto abierto, de conjunto cerrado, de interior y de adherencia (o
cerradura) de una parte de IR.

iii) Dada una función f : D → IR y un punto c ∈ D̄ (D̄ designa la adherencia del
conjunto D), se dice que α es el ĺımite de f(x) cuando x tiende a c si para toda
sucesión (f(xk)) converge a α = lim

x→c
f(x).

iv) Una función f : D → IR es continua en c ∈ D si y solo si lim
x→c

f(x) = f(c).

v) Definición de ĺımite por la derecha y por la izquierda.
vi) Caracterización del ĺımite sin uso de sucesiones: α es el ĺımite de f(x) cuando x

tiende a c ∈ D̄ si y solo si para todo intervalo de la forma [α− ε, α + ε] (con ε > 0)
existe un intervalo de la forma [c−δ, c+δ] tal que f([c−δ, c+δ]∩D) ⊂ [α−ε, α+ε] o
escrito de otro modo: si y solo si para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que x ∈ D, |c−x| ≤
δ ⇒ |α− f(x)| ≤ ε. Dar una caracterización análoga para los ĺımites por la derecha
y por la izquierda.
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vii) Ĺımite de una suma, de un producto, de un cuociente y de la composición de dos
funciones.

4.- Funciones Uniformemente Continuas (2,0 hr)

i) Definición de continuidad uniforme.
ii) teorema: Si f : [a, b] → IR es una función continua, entonces f es uniformemente

continua.
iii) Suma y producto de dos funciones uniformemente continuas.

5.- Sucesiones de Funciones (5,0 hrs.)

i) Convergencia simple (o puntual) y uniforme de una sucesión de funciones definidas
en una parte D de IR.

ii) Teorema: si (fk) es una sucesión de funciones continuas (resp. uniformemente con-
tinuas) convergente uniformemente a una función f , entonces f es continua (resp.
uniformemente continua).

iii) Teorema: una condición necesaria y suficiente para que una sucesión de funciones
(fk) converja uniformemente a una función f es que para todo ε > 0 exista un
natural K tal que |fi(x)− fj(x)| ≤ ε para todo xi, j ≥ K.

iv) Polinomio de Bernstein de orden n asociado a una función continua f : |0, 1| → IR
y Teorema de Weierstrass.

6.- Series de IR (5,0 hrs.)

i) Definición de una serie como sucesión de sumas parciales, suma de dos series y
producto de una serie por un escalar.

ii) Series convergentes. Convergencia de la suma de dos series convergentes. Conver-
gencia del producto de una serie convergente por un escalar.

iii) Toda serie de números positivos y acotada es convergente.
iv) Series absolutamente convergentes. Toda serie absolutamente convergente es con-

vergente.
v) Algunos criterios de convergencia:

- si Σuk es convergente y si |vk| ≤ Cuk ∀k ≥ K, entonces Σvk es absolutamente
convergente.

- si existe r ∈]0, 1[ tal que |uk+1| ≤ r|uk| ∀k ≥ K, entonces Σuk es absoluta-
mente convergente.

- si existe r ∈]0, 1[ tal que
√
|uk| ≤ K, entonces Σuk es absolutamente conver-

gente.
- si (uk) es una sucesión monótona decreciente convergente a cero, entonces

Σ(−1)k−1uk es convergente (no necesariamente absolutamente convergente).

vi) exp(x) = 1 +
∞∑

k=1

xk

k! .
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7.- Derivación de Funciones. (15 hrs.)

i) Definición: Una función f : D → IR se dice derivable (o diferenciable) en un punto
a ∈ ◦D (interior del conjunto D) si existe un número d tal que lim

x→a
fa(x) = d donde

fa es la función definida en D\{a} por la igualdad fa(x) = f(x)−f(a)
x−a . Interpretación

geométrica del número d que se llamará derivada de la función f en el punto a y
se denotará por f ′(a). Estudio del crecimiento y decrecimiento de una función.
Aproximación lineal de una función en un punto.

ii) La función derivada de una función f .
iii) Teorema: Una función f : D → IR es derivable en a ∈ ◦D si y solo si existe

un número d y una función θ : [a − δ, a + δ] → IR (con δ > 0) tal que f(x) =
f(a) + d(x− a) + (x− a)θ(x) para todo x ∈ [a− δ, a + δ] y además lim

x→a
θ(x) = 0.

iv) Derivada de una función polinomial.
v) Teorema: si f es derivable, en un punto ella es continua en ese punto.
vi) Derivada de la suma, del producto y del cuociente de dos funciones derivables.
vii) Regla de la cadena: derivada de la composición de dos funciones derivables.
viii) Derivada de la función inversa de una función inyectiva.
ix) Derivada de la función exp, `n, expayLoga.
x) Derivada de las funciones f(x) = xr, con r ∈ IR.
xi) Derivada de las funciones trigonométricas y sus inversas.
xii) Teorema del valor medio: Dada una función f : [a, b] → IR derivable, entonces existe

un punto t ∈]a, b[ tal que f ′(t) = f(b)−f(a)
b−a .

Corolario: Dada una función f :]a, b[→ IR derivable, si la función f ′ es nula en ]a, b[
entonces f es una función constante en ]a, b[.

xiii) Condición necesaria de los puntos máximos y mı́nimos de una función derivable: Si
f : D → IR es derivable y si c ∈ ◦D es un máximo o mı́nimo de f en D, entonces
f ′(c) = 0. Esta misma condición es válida si c es un máximo local o un mı́nimo
local. Definición de punto de inflexión.

xiv) Funciones convexas. Caracterización de la convexidad mediante el uso de la función
derivada. Condición suficiente de punto mı́nimo de una función convexa.

xv) Función dos veces derivable y derivada de segundo orden en un punto. Teorema:
Una función f : D → IR será dos veces derivable en un punto a ∈ ◦D si y solo si ella
es derivable en a y existe un número s y una función θ : [a− δ, a + δ] → IR tal que
f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + 1

2 (x− a)2s + (x− a)2θ(x) para todo x ∈ [a− δ, a + δ]
y además lim

x→a
θ(x) = 0. Interpretación geométrica de la derivada de segundo orden:

concavidad de una función, aproximación cuadrática de una función en un punto.
xvi) La función derivada de segundo orden de una función f .
xvii) Caracterización de la convexidad de una función mediante el uso de la derivada de

segundo orden.
xviii) Condiciones necesarias y suficientes de máximos y mı́nimos locales mediante el uso

de la derivada de segundo orden.
xix) Regla de l’Hôpital para el cálculo del ĺımite de un cuociente de funciones.
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xx) Derivadas de orden superior y desarrollo de Taylor.
xxii) Método de Newton para la aproximación del mı́nimo de una función y la aproxi-

mación de las ráıces de una ecuación.

8.- Integración. (20,0 hrs.)

i) Integral de Riemann de una función acotada definida en un intervalo [a, b]. Inter-
pretación geométrica (definición de Area) e interpretaciónf́ısica. Algunos ejemplos.

ii) Toda función continua por tramos en [a, b] es integrable. Toda función monótona y
acotada en [a, b] es integrable.

iii) Definición de la integral entre b y a cuando a > b. Integral de la suma de dos
funciones y del producto de una función por un escalar.

iv) Propiedades de la integral: Si f y g son dos funciones integrables en un intervalo
[a, b] se tendrá

c∫

a

f(x)dx +

b∫

c

f(x)dx =

b∫

a

f(x)dx

(b− a) inf
x∈[a,b]

f(x) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ (b− a) · sup
x∈[a,b]

f(x)

g(x) ≤ f(x) para todo x ∈ [a, b] ⇒
b∫

a

g(x)dx ≤
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|f(x)|dx

si es f es continua con valores en IR+ entonces
b∫

a

f(x)dx = 0 ⇔ f(x) = 0 para todo

x ∈ [a, b] si f y g son continuas entonces

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤




b∫

a

(f(x))2dx

b∫

a

(g(x))2dx




1
2

v) Teorema fundamental del cálculo.
vi) Fórmula de la mediana: Si f : [a, b] → IR es continua, entonces para toda función

continua φ : [a, b] → IR+ (o IR−), existe una constante µ, con min
x∈[a,b]

f(x) ≤ µ ≤

max
x∈[a,b]

f(x), tal que
b∫

a

f(x)g(x)dx = µ
b∫

a

φ(x)dx. Escribir la igualdad para el caso

particular en que φ(x0 = 1 para todo x ∈ [a, b].
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vii) Cambio de variable.
viii) Integración por partes.
ix) Integración de fracciones racionales.
x) Aplicaciones: Cálculo de áreas, cálculo del largo de una curva, cálculo del volumen de

un sólido de revolución, cálculo del valor medio ponderado de una función, cálculo
de la masa de una varilla no homogénea, cálculo del centro de gravedad de una
varilla no homogénea, cálculo del momento de inercia de una varilla no homogénea
con respecto a un eje, cálculo de la presión hidrostática.

xi) Integral de una función sobre un intervalo no acotado.
xii) Integral de una función no acotada.
xiii) Integración numérica.
xiv) Sucesiones de Dirac y aproximación uniforme con convolución.
xv) Segunda demostración del Teorema de Weirstrass mediante la sucesión de Dirac

dk(x) =
(1− x2)k

ck
si x ∈ [−1, 1] y dk(x) = 0 si x /∈ [−1, 1], con ck =

1∫

−1

(1− x2)kdx.
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